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|| problema di filtraggio

lw(t)
' r(t)

u(t)
> S y(t)
4> ~ t
F r(t) e(t) .

Dati u(t) e y(t) determinare unastimadi r(t) in modo da
“rendere piccolo” e(t)

Sono necessari:
. un moddlo
.uncriterio
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Classificazione dal modelli

- atempo continuo
- atempo discreto
- 1bridi

. lineari
. non lineari

- nel dominio dellafrequenza
- nel dominio del tempo (variabili di stato)

. stazionari
. non stazionari

. deterministici
. stocastiCl
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Alcuni problemi tipici

- deconvoluzione

- equalizzazione

- ricostruzione dello stato per il controllo
- stima parametricaricorsiva

- filtraggio adattativo

- stima di sinusoide in rumore
- fusione di misure ridondanti

- cancellazione del rumore

- predizione

- diagnosi di malfunzionamenti
- smoothing
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Problema di filtraggio classico

r(t)

y(t) F(t) '><¥5 e(t)
St >

w(t)

E impossibile risolvere il problema senza informazioni a
priori sul segnale e il rumore.
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Equalizzazione

en
S v r e
Mn
E y
e, Ms I MC »O o F —>

Ricostruzione di un segnale ricevuto attraverso un canale di
trasmissione rumoroso. Si puo riformulare il problema nello
schema generale pur di aggiungere il modello del canale che
descriveil legametrail segnale strasmesso e il segnale r ricevuto.
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Filtraggio adattativo

F e
JF %Ta

J (1) r l
»O

Q—» 77l |——»"

S

Modello di regressione lineare. |1l rumore v; tiene conto delle
fluttazioni del parametro q(t). Il rumore v, tiene conto
dell’incertezza sul modello e sulle misure. S vuole stimare la
componente non rumorose delle misure.
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Approcci al problema del filtraggio

- In assenza di incertezza
P filtraggio in anello aperto

. con incertezza sullo stato iniziale
p stimadi x(0) + filtraggio anello aperto
P ricostruzione asintotica

- In presenzadi disturbi
P minimizzazione normaH,
P minimizzazione norma Hy
approccio misto Hy/ Hy

- In presenzadi modello incerto
P filtraggio robusto
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Richiami: NormaH, enormaHy

t t
u(t) | o y(®) »

G(2  funzionedi trasferimento (asint. stabile)
G(t)  rispostaimpulsivadovutaal’ i-esimo ingresso

- Norma Hy

IG(2), = sgg]w 6E")G(E"))=

ly®),

:SL!p
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Entropia

g? " & G(e JJ)G(e“’)
l det J
i o

E' ben definita se ||G(2)|lx<g Puo essere riscritta come

_5 c‘;a f(s7oe™)Dds, (3 =-g%loglt- g*x)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Risulta:

l6(2); £1, £a@)|G(2);
2 é 2 u
g 2 Iogé 2 g 2 l:J
|G(2)f, &°-|G(2),H

a@)=

a(@)

2

g
le@l,

Si notachea(g) ® 1perg® ¥.Quindi 1,® |G2)|,”
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Note:
g° g° 1y b 4
r = —3 b = 31 log(1l-r")3 —logdl- b
s2GE) 6@l o= 1) log- b
1 p\° 2 -1 -1 2
l, :5 A -9g Iog[l- r ]dJ £- blog(l- b™)|G(2),
-p |

Fattorizzazione spettrale:

T(z)T(2=1-97°G(z")G(2) positive sul cerchio

Quindi:

|, = g’ p(‘jog det[T (e ?)T(e")}y =

2p
- gz P .
= dog‘detT(e” )\dJ =
P
= lim- g’ IC)(‘jog‘detT(ejJ )‘r—z.d\]
r® ¥ p i (r- eJJ)z

Grazie dlaformuladi Poisson s ha
=- 292 log det[T(¥)]

Ig

|| fattore spettrale T(z) pud essere dato dalla soluzione stabilizzante e
Riccati dell’ analis Hy. Se G(2)=(A,B,C,D), s ha:

T(2)=g"V¥?(l - V'}(B'PA+D'C)(d - A*B), V=g’ - D'D- B'PB
P=APA+C'C+(APB+C'DV }(B'PA+D'C), V>0
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|| problemain H-

Sistema tempo-invariante a tempo discreto:

| X(t+1) = AX(t) + Bw(t)
S:i y(t) = Cx(t) + Dw(t) o G(2)=C(2 - A/'B+D
L (1) = Lx(t) + Mw(t) G,(2=L(2 - A/'B+M

w(t) &(t)
—T1—* G2 » F(2) »T >

r(t) r(t-h)

—— G, [ 2

Il problema consiste nel trovare uno stimatore stabile e
causale F(z) taleche

F(2)G,(2)- z"G,(2) éstabile

. |F@G(2)- 2"G,(2) |, eminimizzata

Il numero intero h seleziona il problema specifico: h>0 (fixed
lag smoothing), h<0 (predizione), h=0 (filtro). L=0 significa
deconvoluzone!
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Fattorizzazione spettrale

Parte causale (stabile)

2
2

() =]

Fattorizzazione spettrale

. G(GE) =WMIWD)

IF(26.(2)- 2"6,2). =(F(2G:(@) - 2"6,(2)G(2 F(2) - 2'6,(2)")=
F w2 - 26,62 W) +6,l - 6@ (66 ) @@

In conclusione;

F(2) = [7"6,(2G,(2) WD)~ W2)

S noti che W(z2) non dipende dal L e M, cioe dalla
combinazione lineare dello stato e dell’ingresso da stimare
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Fattorizzazione spettrale
via equazione di Riccati

Soluzione P3 0 stabilizzante della ARE

P = APA- (APC'+BD')(DD'+CPC') }(CPA+DB') + BB'
B. = (APC'+BD')(DD'+CPC')*

D. =(LPC'+MD')(DD'+CPC')*

A =A- BC

Allora (fattorizzazione spettrale):
G,(2)G,(2)” = WM2)W2)°

\MZ) :(I +C(Z| - A)_lBF)(DD'+CPC')1/2

Note:

Sappiamo dala teoria che |'equazione di Riccati del filtro di Kaman ammette la soluzione
stabilizzante, che & semidefinita positiva, sotto ipotess molto blande. Una condizione sufficiente e
che DD’>0, la coppia (A,C) rivelabile e il modulo degli zeri invarianti di (A,B,C,D) divers dauno.
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Note:

L’ equazione di Riccati sl puo’ scrivere nel modo seguente:
P=APA’-B(CPC +DD’)B¢ +BB’.

Quindi:

(zI-A)P(ZH-A’) + AP(ZY-A’) + (z1-A)PA’+ B(CPC' +DD’)BE =
BB’ .

Indicando con Y =(zl-A)* e Y =(z'1-A’)*, e H=(CPC'+DD’) s
ha:

P+Y AP+PA’Y "+Y BFWBF Y -Y BB’ Y =0.

Premoltiplicando per C, postmoltiplicando per C' e ricordando la
definizione di B s ha:

H-DD + CYAPC + CPA’Y C+

CY (APC +BD’)H}(CPA’+DB’)C' Y -CYBB'Y C' =0.
Formando il quadrato segue che:

GG, = (CYB+D)(B'Y C'+D’) =
(CY (APC’ +BD’)HY*+H"?)(H4(CPA+DB’)+H"?)=
(I+CY BRH(I+BF Y C),

che elatesi.
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FiltroH-
(Filtro di Kalman)

F(Z) = DF +(|—' DFC)(ZI - A:)-IBF

X(t+1) = AX(t) + B_g(t)
r(t) = LX(t) + D-e(t)
e(t) = y(t) - CX(t)

Robustezza ddl filtro di Kalman:

. Caso gpeciale: C=L, M=0 (filtraggio alaWiener).

Dw
Y G2 >(L/y Y3 F(D |—»0—>

-1l filtro di Kalman assicura

[T, =[F(2(G(2) +D)- G(2) |, £25(D)

Note:
Supponiamo per facilitache DD’=Il e DB’=0. Basta osservare che

F(2)(G(2)+D-G(2))=I-H*W*(2)D. Inoltre € W(z) W(z)” =I+CY BB'Y "B’, dacui [W(2)|lv<1.
Infine, notiamo che |[HY?||<1 e ||D||=1. Quindi, si ha
| F(2)(G(2)+D-G(2))||«=Il I-H "W (z)D |v£1+|| HY*W(2)D |Ik£ 2, che élatesi.
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Osservazione (Kalman ® H»)

FX(t+D) = AX(E) +, (1)
St y() = Cx(t) +x, (1)
b =

dove [Xy, Xo] € un rumore bianco amedia nulla e varianza

W = évvll VV12U

Sle' sz u

30, W,>0

Il costo daminimizzare €
=limEle(tye(t)]
Ponendo

= W,- W, e 0 B2 wwg, ¥? D=[o w7

il sistema puo essere riscritto come:

| X(t+1) = AX(t) + Bw(t)
St YO =Cx+Dwy) @ J=[F(26,)- G,
Lo (t) = Lx(t) + Mw(t)
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Predittore H, ad h-pass

F(2) =zZLA" (2 - A.) 'B.,

X(t +1) = AX(t) + B.e(t)
F(t+h) = LAY'X(t +1)
e(t) = y(t) - Cx(t)

S noti che il predittore ottimo in H, non dipende da M, in

quantoi valori futuri del disturbo non giocano alcun ruolo.
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Smoothing H, ad h-passi

F(2=z"L(z - A)"'B. +§ Kz'(l-C(2d - A)"'B),

i=0

| guadagni sono dati da:
Ky =De

K. =(LPA.'+M(B- B.C))A™"'C'(DD'+CPC')*, i=01---,h-1

R(t+1) = AX(t) + B.e(t)
F(t- h) = LX(t- h)+§ K.et- i)

&(t) = y(t) - CX(b)

Si noti che per h=0s4i ritrovail filtro di Kalman.

>T P (ZI = A)_lBF p Lz-h L »O)———>
-C ¢—

N Gl (Z)

A 4
-
m
N
g
v

— G — "
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Fattorizzazione J-spettrale

G(2)JG(z) =WM2)IWM2)"
W(z) quadratabipropriae stabile

W2)* stabile Fattore J-spettrale canonico
W, (2)* stabile

Sia G(z) stabile. Esiste un filtro causale stabile tale che

F(2)G,(2)- 2"G,(2) édabile

- F@G2- 2"6,(2) |, <9

se e solo se esiste un fattore J-spettrale W(z) canonico di
G(2). In questo caso la classe degli stimatori F(z) che
risolvono il problema é dato da:

F(2) = (Wy(2) - W, (2U (2))W, (2) - Wi, (2U (2))
U(2) stabile, |U(2)|, <9°

Note: Scegliendo U(z)=0 s hail cosiddetto STIMATORE CENTRALE
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|| valore minimo possibile del livello di
attenuazione

Sia T,(2) un qualunque fattore spettraledi G,(2) , cioé
T.(9T(2) =G(9)G,(29) * O

Allora:

(F(26,(2) - 2"6,(2) F(2G.(2) - 2"G,(2) | =W(2) +
FOT@- 2'6,0 62 @ JFOT@- 26,2 6@ T ™)

dove

W2 =G,(2 I - 6,2 (6,26, ) ‘e 2 0, |4=1

Quindi
g°>g, =W(2)|,

Note:
Il vdore di g*>|W(2)|, da il vaore minimo del livello di attenuazione ottenibile da un

gualunque stimatore, anche non causale. Quindi coincide con il valore di attenuazione ottenuto da
uno smoother alunghezza di intervallo fisso infinita
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Prova del teorema sulla fattorizzazione J-spettrale

Sia (A,B,[C;L],[D;M]) una realizzazione di G(z). Esiste un filtro
Hy che soddisfa i requisiti se e solo se esiste una solutione P
semidefinita positiva, stabilizzannte e ammissibile dell’ equazione:

P = APA'+BB'+
& éDC &Cu e éDu 0
- (AP[c' L]+B[D* M|gI+a D' M]+a P[C Lz PA+ B—
(relc l+elor MBS +E o Mg ipic L2 §ipar it
Ammissibile significache
g2l - LPL- MM "+(LPC'+MD')(CPC'+DD') *(LPC'+MD')> 0
Stabilizzante significa che
& éDuy
A- (AP|IC" L'[+B|D' M'|)GJ+a D" M'+a 4PIC L
(AP[ |+ ])g Sl\/lg ]gLu[ ]_
e stabile.
Fattorizzazione: dall’ equazione s ricava facilmente un fattore J-
Spettrale canoni CO:
W) = §J+ HD |v|]+ P[C L]+ eg(zl N (aPlc L]+8D M])Se
&M i By s

-1

& e eCu 0
GIG=¢J+a D' M'|+a ¢PIC L|=
P Mg

Si noti infatti che W(z) € stabile, in quanto A e stabile, e inoltre
W(z)™* & stabile in quanto la soluzione P & stabilizzante, infine per
la stessa ragione e per I’ammissibilitadi P, W(z)1,™ risulta essere
stabile.

Viceversa, supponiamo che esista un fattore J-spettrale canonico
W(z) e consideriamo la famiglia di stimatori. Da tale famiglia s
puo dscrivere: F(2W,(2) - Wy (2) = (F(2)Wp(2) - Wop (2 (2)
Quindi:
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F@ -1l6@e@ § @ i=Fo - 1Wgme § @ 4=
e-1 0 e -1

(F@W,(2) - W)U @U@ - 71 [F(@W,(2) - W,,(2)) <0, [7=1

che e una prima conclusione. Inoltre vale laformula:
[F2 -1]=-Qu@® 1W2)*
Q(2) = W, (2) - Wy, (Wi, (2) "Wy (2)

U@ =(1- U@W, (D)W, ()"

Per la stabilitadi Y (z) si noti che da

G1(2)G1(2) =Was(2)Whs(2) "~ PWAo(2)Wia(2) ™

segue che |[Wii(2) *Wia(2)|lk<g 2 . Inoltre U(2) & stabile, lafunzione
Wii(2)"Wix(2) & stabile per ipotesi e inoltre la norma di
IU@)Wai(2) Wi (D) Ik <UD IMa2(2) *'Wax(2)Ile<1.  Quindi, la
funzione di trasferimento Y (z) e stabile per il teorema del piccolo
guadagno.
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Fattore J-spettrale per il filtraggio (h=0)

Diagonalizzazione dello spettro

__8G,(2G(2°  G(2G,(2)” U
G(2)JG =A p
B =6y D62 6,06,0 - g4

_ A SG(DG(D)” 0 U, .
Q@M ). g R
dove

r | oy
A5 62 (G@o ) 1
W(2=6,0 (- 6@ E060 ) 6@k

Si ricordi che fl- W(d%) >0. Fattorizzazioni spettrali:

G (2G.(2) =T, (DT (2)
92| - W(Z) :TZ(Z)T2(2)~

Ad esempio, T1(2) e To(2) stabili con Ty(2)™" antistabile e To(2)™
stabile. Allora:



Matrici J-pass per I’éliminizione degli zeri a
fase non minima al finito.

G(z)JG(z)~ =W (2) W (2)"
0 T,(2) 0) u
Wh2)= SG(z)G @D T@Y T,(2/gy

Calcoli semplici mostrano che Gx(2)Gi(2) T«(2)™* & stabile e
quindi che W9(z) & stabile. Si noti perd che WO(2) ha zeri a
sfasamento non minimo (fuori dal cerchio unitario), in quanto
T1(2)™* @ antistabile. Quindi non & un fattore canonico.

Una matrice Jpass (0 Junitaria) G(z) e una matrice razionale
propriatale che (2)JEz) =J.

Per il nostro problema, occorrono matrici J-pass che elimininano

gli zeri instabili. Sek eil numero di tali zeri, s puo dimostrare che
esiste una sequenza di matrici J-pass G(z) tali che;

W2) =W (G (9G (2 G(2)

e stabile con inversa stabile. Forma genericadi unafunzione J-
pass con poli in z=z, e zeri in z=zy™:

G(z)_|+thIg D,/D,- D,'D,)- g°D,' D] Z;_J’ZZ:O'l
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Algoritmo per il filtraggio

Dati G(2) e o >|W(2)|lv

. Fattorizzazioni

G (2G.(2) =T (DT (2)
92| - W(Z) :TZ(Z)T2(2)~

- Fattore J-spettrale
T.(2) 0O u
WO () = & 1 ) /
D% 8,260 @ T/

. Eliminazione zeri instabili

W2) =W (G ()G (2 G(2)

. Controllo della stabilitadi Wi (2)™

Se Wii(2)? & stabile allora W(z) & un fattore canonico dal quale si
costruiscono tutti 1 filtri. Se non e stabile, allora non esiste un

filtro ammissibile con il valore di gscelto (bisogna aumentare Q).
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Note: Dati due fattori J-spettrali X(z), Y(z) stabili con inversa
stabile di G(2)JG(2)", s haY11(2)™" & stabile se e solo se X31(2)™ &
stabile.

Infatti, s consideri la formula: X(2)Y (2)FEJY*X)™ . Quindi,
poiché il primo membro e stabile e il secondo antistabile, deve
essere Y (2) X (z2)=K=matrice costante. DaK~J'K=J"' s noti che:
K11QK11-g-2K21QK21:| >0, col che ”K21 K11-1"< 92

Inoltre, da G(z)JG(z) =Y (2)JY (z) s ha

Y11(2)~Y11(Z)-92Y12(Z) ~le(Z):(Bl(Z)(Bl(Z) ~ >0, |Z|=1, col che

IY 12(2)*Y 12(2) e <

Infine, poiché
X11(2)'= Kyt (14 Y1u(2) 'Y 2(2)Kos Kir D) Y a(2)
Dal teorema del piccolo guadagno si ha che la stabilitadi Y 11(2)™

implicaquella di X11(z)™*. La conclusione oppostasi ha cambiando
i ruoli di X(2) eY (2).
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Fattore J-spettrale per la predizione (h<0)

La famiglia di filtri che assicurano la norma minore di g € piu
ampia della corrispondente famiglia di predittori. Quindi la
soluzione del problema di filtraggio e necessaria per la soluzione
del problema della predizione.

Possiamo allora partire da un fattore canonico W (z) del filtraggio,
cioetale che

0 —~
Wi ()W, ()" g ‘é’) 850 G )

u
U é IO

con Wi(z) stabile, con inversa stabile e We11(2)* stabile.
Per |a predizione a—h passi s hache

ez "G,(2) Ou

G(z
)= 8§G,(2) g

Quindi un fattore J-spettrale per la predizione €

w@=&" %@
eO I G

E’ stabile, soddisfa We(z)Mk(2) =G(2)JG(2)”, perd Wix(z)™* non &
causale (Wh(z) ha zeri al’infinito).
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Matrici J-pass per I’eliminizione degli zeri

Si ricordi che una matrice J-pass (0 Junitaria) G(z) € una matrice
razionale propriatale che (z)J&z) =J.

Per il nostro problema, occorrono matrici J-pass che elimininano
gli zeri al’infinito (che sono particolari zeri instabili). Si puo
dimostrare che esiste una sequenza di matrici J-pass G(z) tali che
We"(2) & stabile con inversa stabile, dove

W, (2) =W, (2)

W, (2) =g W."(2G(2), i=0L---,-h-1
¢0 g

Forma genericadi unafunzione J-pass con poli al’infinito
(polinomiale), che cancella uno zero al’ infinito alla volta.

éD ) 1 1 1 ]
G(2) = +(_§D1L,j(gzD1 D, - D, Dz)[- g°D," D, ](1- Z)
e~2U



Algoritmo per la predizione

Dati h, G(2) e F >|W(2)|lx

- Con I"agoritmo precedente si costruisca un fattore J-spettrale
canonico W(z) per il problema del filtraggio. Se tale fattore non
esiste, il problema della predizione non ha soluzione con il
valore di gscelto.

. Eliminazione zeri instabili

W, (2) =W, (2)
(i+1) éz'l Ou (i) :
W) =g | W (DG, =01 -h-1
¢0 g

. Controllo su Wk, ™ (2)*

Se WeiiM(2)* & stabile allora W™ (2) & un fattore canonico per
ila predizione dal quale si costruiscono tutti i predittori. Se non €
stabile, alora non esiste un predittore ammissibile con il valore di
g scelto (bisogna aumentare g).

Nota: Dato un valore di g, € possibile calcolare il massmo valore
Nmax(g) dell’intervallo di predizione —h che assicura |’ esistenza
della soluzione del problema di predizione. Dato g per cui il
problema del filtraggio ammette soluzione (altrimenti Nma(g)=0)
s ha Nm(Q)=i, dove i e I'indice minimo per cui I’algoritmo di
eliminazione degli zeri al’infinito genera un fattore J-spettrale
We11(2)con We(2) ™ stabile.
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Fattore J-spettrale per |o smoothing (h>0)

La famiglia di filtri che assicurano la norma minore di g € piu

stretta della corrispondente famiglia di smoothers. Quindi la
soluzione del problema di filtraggio e sufficiente per la soluzione

del problema della predizione.

Possiamo comunque partire da un fattore J-spettrale (non

canonico) W (z) del filtraggio, cioe tale che

, on & ) B
WF(Z)JWF(Z)~:§1§§)) Ingal(Z) G,(2)7u

0
ue O 0
con W(2) stabile, con inversa stabile (We11(2)™* non stabile).

Per lo smoothing ah passi s hache

é G,(2 Og

"% 6,0 1

Quindi un fattore J-spettrale per |o smoothing &

A
vvs(z):g) Z_hléfvp(z)

E’ stabile, soddisfa Ws(z)IWs(2) =G(2)JG(2)”, perd Ws(z)™* non &
causale (Ws(z) ha zeri al’ infinito).
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Matrici J-pass per I’eliminizione degli zeri

Si ricordi che una matrice J-pass (0 Junitaria) G(z) € una matrice
razionale propriatale che (z)J&z) =J.

Per il nostro problema, occorrono matrici J-pass che elimininano
gli zeri al’infinito (che sono particolari zeri instabili). Si puo
dimostrare che esiste una sequenza di matrici J-pass G(z) tali che
Ws"(2) & stabile con inversa stabile, dove

W, (2) =W (2)

WS(i+1)(Z) :% K L,\/V (i)(Z)G(Z)’ I :0’1’”"h' 1

g

Forma genericadi unafunzione J-pass con poli al’infinito
(polinomiale), che cancella uno zero al’ infinito alla volta.

éD ) 1 1 1 ]
G(2) = +(_§D1L,j(gzD1 D, - D, Dz)[- g°D," D, ](1- Z)
e~2U
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Algoritmo per la predizione

Dati h, G(2) e F >|W(2)|lx

- Con I’algoritmo del filtraggio si costruisca un fattore J-spettrale
stabile con inversa stabile WE(z) per il problema del filtraggio.
Tale fattore esiste, anche se il problema di filtraggio non ha
soluzione con il valore di g scelto.

. Eliminazione zeri instabili

W, (2) =We (2)

WS(i+1)(Z) :% K L,\/V (i)(Z)G(Z)’ I :0’1’”"h' 1

-1 Y'ts
Z | U
. Controllo su Ws;;?(2)™*

Se Wsi,™(2)* & stabile allora Ws™(2) & un fattore canonico per lo
smoothing dal quale si costruiscono tutti gli smoothers. Se non e
stabile, allora non esiste uno smoother ammissibile con il valore di
g scelto (bisogna aumentare g).

Nota: Dato un valore di g, € possibile calcolare il minimo valore
Nmin(g) dell’intervallo di smoother h che assicura |’ esistenza della
soluzione del problema di smoothing. Dato o>|[W(2)|« per cui il
problema del filtraggio non ammette soluzione (altrimenti
Nnmin(=0) s ha Nmi,(g)=i, dove i e I'indice minimo per cui
I”algoritmo di eliminazione degli zeri all’ infinito genera un fattore
J-spettrale Ws11)(2) con Wei,"(2)? stabile.
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ESEMPIO

é/2 -1 00 & 0 0 0y
Xt+)=50 1/3 0 gx(t)+gl O O Opw(t)
go 0 1/4§ gJ 1 0 0§
0 €@ 0 1
y(t) = gl_ 0 Ou(t) SD 00 1u ()
rt)=[0 1 Olx(t)

Risulta ||[W(2)|[v=1.1236 per cui Oy =sqrt(1.1236)=1.06

=1.353

Op1=1.4071 0p=1.4332 Ops=1.4486

05:1=1.165 Oe=1.0723 Oss=1.0655
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Hy Fixed-lag smoothing:
Approccio nel dominio del tempo

Sistema lineare, tempo invariante, a tempo discreto:

| X(t+1) = AX(t) + Bw(t)
S:i y(t) = Cx(t) + Dw(t) N C(2 - A)'B+D
L (1) = Lx(t) + Mw(t) G,(9=L(z - A]'B+M

w(t) e(t)
— G,i(2) » F(2) »T >

r(t) r(t-h)

—— 6, ] 2

Il problema consiste nel trovare un filtro causaletale che
F(2)G,(2)- 2"G,(2) stabile
- |F@G(2)- 2"G,(2) |, <0

fixed lag smoothing (h>0)
filtraggio (h=0)

40



Bertinoro — 15 Luglio 2002

Osservazione (Sistema esteso)

|| sistema puo essere riscritto nel modo seguente:

Sp <

0 0 oy 6B
( énu
0 I 0y 20
0 0 OUX(t) + €0 (w(t)
u é. U
0 0 g &'
0 0 O &V §
00 OJ%(t) + Dw(t)
0 0 - IX(t)

Il problema puo essere riformulato come un problema di
filtreggio per il sistema esteso: FILTRAGGIO SU S, ©

FILTRAGGIO SU S.

Algoritmi
Spettrale,
polinomiali, €etc...

standard sono disponibili:
rappresentazione

chain

scattering,

Fattorizzazione J-

tecniche

Tuttavia, ledimensioni del sistema esteso (e dell’ equazione di
Riccati corrispondente) possono esser e troppo grandi.
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Prestazioni

E’ chiaro che il minimo livello di prestazione g non aumenta
con h cheaumenta

- Ow € il minimo livello di prestazione per qualunque filtro
Hy

- g € il minimo livello di prestazione per qualunque
smoother Hy diintervallo 1

- On=0x € il minimo livello di prestazione per qualunque
smoother Hy di intervallo ¥

It follows:;

0.2 =W, =[] - 6 e @) ek @

¥

Hence g>gn,
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L’ equazione di Riccati per il Filtraggio

&CPA+DB'y
P = APA+BB'- [APC'+BD' APL+BM[W(P)¢& .u
eLPA'+MB U

1

W(P) = éDD'+CPC'’ CPL'+DM' @
Y PC+MD' - g?l +LPL'+MM '}

- Proprietastabilizzante
éCu

A- [APC'+BD' APL'+BM 'JW(P) & (
e-u

- Ammissbilita: P semidefinita positiva semidefinite

g2l - LPL- MM '+(LPC'+MD')(DD'+CPC') *(CPL'+DM") > 0

43



Bertinoro — 15 Luglio 2002

L’ equazione di Riccati per il Filtraggio

Esste un filtro Hy filter se e solo se edste la soluzione
ammissibile, semidefinita positiva dell’equazione. Questo
succede per >g.

Teeorema l
Esiste la soluzione stabilizzanteper g>g.,, a parte un numero
finito di punti g.

Esiste |o smoother Hy di intervallo

h
On G G Gu Go g
| | | | | >
| ! | | |
$ soluzione stabilizzante (non ammissibile) $ lasoluzione
ammissibilee
stabilizzante

(Hy filter)

Quale ruolo e giocato dalla soluzione stabilizzante per
di (9,.90) ?
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Struttura dello smoother

X(t+1) = AX(t) + Ne(t)
F(t- h) = LX(t- h)+ & Kelt- i)

i=0

e(t) = y(t) - CX(t)

h .
> é?i.KiZ_I
i=0
y(t) X(t) —l r(t- h)

(2 - A'N > Lz" [»0—»

»
|

t r(t- h t
WO el (G e
— " G, (2 —> "

r(t- h)

Incognite: N, Kg, K1, ¥4, Ky,
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|dea: approccio diretto

¢CPA'+DB'()
P = APA+BB'- [APC'+BD' APL'+BM'|H(P)a G
& PA+MB'H
éDD'+CPC'  CPL'+DM' i’
)28 peump - g MM Y
g - g%l +LPL'+MM H
iMiterazione: i=1, 1, ¥4, h+1 P(0)=P
eP;() P,() - PB() Py
SPo()  Pu() - Pya() Py()g
Pi)=¢ S 5 L0
& . . . N
épli-l(l) P..(1)" - PB.;.0) P (')(J

er () Py() - R0 R@)H

Solo la prima riga di P(h) concorre nella determinazione del
guadagni dello smoother!
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Laricorsione

Inizializzazione: Sa P |a soluzione stabilizzante dell’ equazione di
Riccati esia

P11(0)= P

Allora ...

Ricursione i=0,1,....,h

(1 +1) = AR, (1) A+BB
- (BD'+AR,(i)C')(CP,(i)C'+DD') (DB+CP, (i) A)

P,(1+1) = AR, (HL*+BM'
- (BD'+AR,(i)C')(CP,(i)C'+DD') (DM '+CP, (i)L')

P, (i +1) =|A- (BD'+AR, (i)C')(CR, (i)C+DD") *C|P, 4 (i),
k=3---,h+1

Poun(i+D) =P (i) - B.,'()C'(CR,())C'+DD") "CR, (i)
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Risultato principale

Teeorema 3
S assuma che:

1. Lacoppia(A,C) siarivelabile

2. 1l sistema (A,B,C,D) siainvertibile a destra e non abbia zeri
invarianti sulla circonferenzadi raggio uno.

3. Laricorsione ammetta una soluzione

Allora, esiste uno smoother Hy di intervallo h se e solo se

|”equazione di Riccati equation ha una soluzione stabilizzante
tale che

a) A- (BD'+AP,"C')(CP,"C'+DD")'C stabile
b) Pui(h+D <g’l

| guadagni dello smoother sono:

H = (BD'+AR,(h)C')(CP,(h)C'+DD')*
K, = (MD'+LR,(h)C')(CR,(h)C'+DD')™*
Ky, = B,' (h)C' (CP,(h)C'+DD') ™
Ki... = Bs' (N)C'(CRy(N)C'+DD")

Ko = Bt (MC' (CRy(h)C'+DD')
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Filtraggio di Wiener

|l segnale r(t) daricostruire e una versione ritardata delle misure
non corrotte da rumore

Vo(t)
va(t) l e(t)
———» G(2) [ »O—| F(2)
r(t) r(t-h)
——» G(2) —» ,n

X(t +1) = AX(t) + Bw(t)

y(t) = Cx(t) + Dw(t)
r(t) = Cx(t)

- Il filtro di Kalman assicura
[F(2(G(2)+D)- G(2) |, <25(D)
-1l filtro Hy centrale con parametro di progetto g assicura

25 (D)g*
g° +5(D)*

IF(2(G(2)+D)- G(2) |, <

Smoother?
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Smoother di Wiener

Si donoti con gy il minimo valore del livello di prestazione per
ogni filtro, cioe per ogni smoother di intervallo h=0. Allora, se A
e stabile:

- lc@ - A'B

2
¥

° 1+|c( - A*B

2
¥

Ricordache g, € il minimo valore del livello di prestazione per
gualunque smoother di intervallo arbitrario.

Teorema 2
Se A éstabile, dlora gy =9y =9, <1
Se A haameno un autovalore sulla circonferenza di raggio uno,
dloragy =9« =9, =1
Se A einstabile e non possiede autovalori sulla circonferenza di
raggio uno, allora 9,, <9y =1

In conclusione, se A e stabile o ha autovalori sulla circonferenza
di raggio uno, lo smoother (per ogni intervallo) non migliora il
minimo valore della prestazione, cioe 9, =94 =9, ='- =0« =0,
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Si consideri il sistema

Xt+) =g

0.9

Esempio 1

y() =[1 1xt)+[0 Lwt)
rt)=[1 - 1x)

10 € Og
, t A , t
oo e o™

Il minimo valore della prestazione per uno smoother di intervallo
infinito e g,=1.2221. D’dltra parte, il problema di filtraggio Hy
(h=0) ha una soluzione per g¢>gx=4.3738. Quindi, se il progettista
vuole costruire uno stimatore capace di garantire un valore del
livello di prestazione minore di gy, deve fare riferimento ad uno
smoother di intervallo appropriato h>0. I minimo livello di
prestazione gy, associato con I’intervallo h ériportato in tabella:

h=0

h=1

h=2

h=3

h=4

G

4.3738

2.5701

1.5564

1.2223

1.2221
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Esempio 2
S consideri il sistema
éa 1u é 0Oy
& xO+e M)
0 all & of

y(t) =[1 1xt)+[0 Lwt)
rt)=[1 ax()

X(t+1) =

Questo e un esempio di stima di Wiener da momento che L=C.
Alla luce della teoria sviluppata, ci s aspetta di ottenere risultati
divers per divers valori del parametro a per cio che riguarda il
minimo livello di prestazione. Latabella mostrail minimo livello
sella prestazione g, per uno smoother di intervallo h per differenti
valori di a:

a=0 a=1 a=2

oy 0.8944 1 1

h 0.8944 1 1

0 0.8944 1 0.8381
o8 0.8944 1 0.6304
oh 0.8944 1 0.4660
% 0.8944 1 0.3678
O 0.8944 1 0.3333

In accordo con la teoria, quando A e stabile, tutti gli smoothers
POSsoNo raggiungere il minimo valore di attenuazione g,=0.8944.
Lo stesso capita quando A ha autovalori sulla circonferenza di
raggio uno, ma in dquesto caso g,=1. Viceversa, | valori
dell’ attenuazione g, decresce da =1 a g,=0.3333<1 quando
I”intervallo aumenta nel caso in cui A € instabile senza autovalori
sul cerchio di raggio uno.
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Sviluppi futuri

- A tempo continuo, lo smoother centrale Hy € un sistema a
dimensioni infinite

E possible incorporare perturbazioni norm-bounded sui
parametric del sistema (paradigma a costo garantito).

- Quando saturano le prestazioni dello smoother Hy (in
funzione di h)?

Limiti robusti garantiti
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Hy NORM

X(t +1) = Ax(t) + Bw(t)

2(t) = Cx(t) + Dw(t) G(z2)=C(d - A'B+D

2

2
2 _ | jJ -3y ) = ”yF”2: ”G(Z)W(Z)Hz
G(2) = s | mex (G(e7)G(& 1Y) TR R o)

G(2) = z- 05

72 +05z+07

rnodulo

u} 0.5 1 1.5 2 2.5 3 345
theta

If w(t) isa white noise, the norm represents the square-root of the peak
value of the spectrum of the output

For the frequency-domain definition it is enough to require that G(2) don’'t have poles on the unit circle (L). It is easy
to reckognize that the Hy norm of a function in L, coicides with the norm of its stable part G(2) in the inner-outer
factorization G(2)=G(z)G,(2). The time-domain definition requires the external stability of the system. The symboal |5
indicates the set of the square-summable discrete-time funtions in Z*. Noice that if w belongs to l> and the system is
asymptoticaly stable, the forced ygisinlo aswell.



SMALL GAIN THEOREM: robust stability

Alz)

A

G(z)

Let G(2) and D(z) stable. Then the closed-loop system (D,G) is stable
for each ||D(2)|x £ a iff [|G(2)||x<a .

2
y o
S =ap lcg © |y <o wil,

2
2w

Theorem 1
Let A be stableand |G(2)|, <g. Then,

sp I3 - 0%wi3 = %' PXo
where P 3 0 isthe stabilizing solution of the Riccati equation
P= A PA+(APB+C'D)(g’l - D'D- B'PB) }(A'PB+C'D)'+C'C
The worst disturbanceis
Wiorg (1) = (g%l - D'D - B'PB) 1(B'PA+D'C)x(t)

The fact that the Hy is bounded is equivalent to the existence of the stabilizing solution of the equation (see Theorem
2). The proof of the result directly follows from the equation by pre-multiplying it by x(t)' and post-multiplying it by
X(t), taking also into account the system equations and adding all quantities obtained from t=0to t=¥.



RICCATI EQUATION
FOR THE Hy ANALISYS

Descriptor simplectic system:

G{z- 1)F

-
72
]

G(z)

Theorem 2

Aisstable and |G(2)|, < g iff there exists Q3 0 satisfying

. (i) Q= AQA'+BB'+(AQC'+BD')(g?l - DD'- CQC') }(AQC'+BD")'
. (i) g®l - DD'-CQC'>0 feasibility

. (iii) A+(AQC'+BD')(g?l - DD'-CQC') iC stability



Notes:

The Riccati equation (or its dual) is associated with the simplectic system written above and described by equations
below.

é -C'(g’l-DD)*'C Hﬂ( eA+C(g | - DD') 'DB' 031()
© A+BD'(g?l - DD')'Cj & - B(I-g’D'D)B

For the existence of the stabilizing solution of the Riccati equation it is necessary that such a system does not have
characteristic values with unitary modulus.

From the equation it readily follows that:

92l - G(2)G(z1)'= Y (2)g?! - DD-CQCY (2%,
Y(2)=1-C(2 - A*(BD'+AQC')(g’l - DD'-CQC")™*

This explains the fact that [gzl - DD'- CQC'] must be positive. As will be clear from the proof, the theorem can be
formulated for the inequality
- Q+ AQA +( AQC +BD' )( g2| - DD'- CQC' ) 1( AQC +BD' ) £0

without the stability condition (iii).

Noticethat as g® ¥ (the loop in the figure opens) the Riccati equation boils down to the Lyapunov equation associated
with the H, norm.

Proof of Theorem 2

Assume that there exists a solution Q of the Riccati eguation. Such an equation can be transformed in the following
way (the computations are | eft to the reader):

g2l - G(2)G(z 1)'=Y (z)[g2l - DD'- CQC']Y Yy

where

Y(2)=1-C(zI- AY {BD'+AQC)(g?l- DD'-CcQC) 1

Hence, on the basis of the property gzl - DD'- CQC'>0 andinvertibiliy of Y (ejJ ) we have that
9%l - G(e)G(e jJ)‘:Y(ejJ)[gzl - DD'- CQC‘]Y(e‘ Wyso, "3
i.e. thethesis.

Vice-versaassumethat | G(z)y | < g. We prove that the symplectic system

é| C'(9°l - DD')'C eA+C (gl - DD')'DB' 0
50 A+BD(gI-DD)1CHW( € .B(-g?D'D)B Hﬂ()

does not have characteristic values with unitary modulus. Indeed, assume, by contradiction, | issuch, i.e.



I x- 1 C'(g?l - DD') tCy =(A'+C'(g?l - DD') 1DB")x
| (A+BD'(g?l - DD')" 'C)y=y- B(I - g ?D'D)B'x

for a certain [x 'y']" 0 and define p=(cfI-DD")YDB'x+ | Cy). It results G(I ‘)G(l )'=¢Al, which is a contradiction
unless p=0. On the other hand, p=0 implies A'x=1 x, and, since A is stable, x=0. Finaly, p=0and x=0 imply (I A-
l)y=0 so that y=0 ( A isstable). Hence, x=0 and y=0 is a contradiction.

Since the symplectic system does not have characteristic values on the unit circle, there are n characteristic values
inside (possible in zero) and n outside (the reciprocals) the unit circle (possibly at infinity). Grouping the 2n-
dimensional vectors associated with the n characteristic values inside the unit circle, one can construct amatrix [ X' Y']',
whose rangeisaln-dimensional subspace. It follows

- C'(gzl - DD')'lC ueX 0 éA'+C'(gzl - DD')'lDB' Ol;IéXl:I

é

= _ & _ Y
© A+BD'(g’l- DD)'CEEYY & -B(-g’D'D)B  IpEvY

where T is a matrix with eigenvalues inside the unit circle (stable matrix). Consider now the olutions of the system

r(t+1)=Tr(t), i.e. r(t)=Ttr(O) and left multiply by r(t) the two matrix equations above. Next, define p(t)=B'Xr(t) and
q()=Cyr(t). It follows

p(t+1) = A'p(t) + C'vy(t), Vo(t) =B'p(t)+D'vy(t)
Aq(t+1) =q(t)- Bvy(t), Vl(t):é(CQ(“'l)*'DVz(t))
from which, passing to the Z-transform

G(2)'G(z i (2) = g (2), G(Z 1) G(2)'v2(2) = 0V,(2).

From the assumption it is vy (t) =0, v, (t) =0, so that B'’X =0 and C'Y=0. Hence, from the symplectic system it
follows A'X=XT, AYT=Y. Assume that there exists a vector d such that Xd=0 and take the minimal degrre polynomial
v (T) of T such that v (T)d=0. Such a polynomial can be written as v (T)=(1 I-T)m(T). For the minimality of v (T) it
results m(T)d* 0. Then, AYTd=1 AYd=Yd. Since| has modulus less than 1, | ** has modulus greater than one so that
this equation contradicts the stability of A', unless Yd=0. On the other hand, this last conclusion, together with Xd=0
contradicts the n-dimensionality of the range of [ X'Y']".



THE DIFFERENCE EQUATION

X(t+1)= Ax(t)+ Bw(t)
y(t)=Cx(t)+ Dw(t)

Q(t+1)= AQ(t)A +( AQ(t)C +BD' )(g?l - DD'- CQ(t)C ) 1( AQ(t)C +BD' ) +BB
Q(0)=Q >0

Theorem 3

_ N 2 N 20y (-l " 1
J—té_loy(t)y(t) gté_IOW(t)W(t) g°x(0) Q@ ™x(0) <0, " (w(.),x(0))* 0

iff there exists Q(t)3 0 in [O,N] such that g°l - DD'- CQ(t)C >0



Proof of Theorem 3

Consider the cost.

~ N N

J(N) =@ 2(t)'z(t)- g°@ w(t)' w(t) +X(N +1' Py, x(N+D<0,(0) =0 w() * 0
t=0 t=0

We proof the dual result: 3(N)< 0,x(0) =0," w(.) * O iff there exists the solution of the equation

P(t)= A P(t+1)A+

+(A P(t+1)B+C' D)(g?l - D'D- B' P(t+1)B) (A P(t+1)B+C' D) +C'C,

P(N+1)=Py+ >0

with gZI- D'D- BP(t+1)B>0, in [O,N+1]. Sufficient condition: if there exists the solution with the indicated
properties, then pre-premultiplying the equation by x(t)' and post-multiplying by x(t), and summing all terms, it results

& 20) 200~ 97 & WY W)+ X(N +1)'Py . X(N+D= X(O) PO)X(0)- & (w(t) - (VY () - (D)

=0 t=0

-

*)
where

W(t) = (g% - D'D- B'P(t+1)B) {(AP(t+1)B+C' D) x(t).

Hence, being x(0)=0 we have 3(N)< 0" w()tO.

Vice-versa, assume that 3(N)< 0," w(.)* O and take w(.)=0 in [O,N-1]. Being x(0)=0, with such a choice we
have

0>W(N)[- g%1+D'D+BPy.sB W(N), " w(N)* 0

S0 that

- g21+D'D+BPy,4B>0.

Furthermore, from

J(N)=J(N-12)- (W(N)- W(N))'(W(N)- W(N)) <0,” w(.)T [O,N]
it turns out taht

J(N-1>0"w()T [O,N-1].

By iterating this reasoning we have

9°l- D'D- BP(t+1)B>0

in[O,N]. Theorem 3is proven from (*) by noticing that

P(1)=Q(t) 'g>.



STOCHASTIC FILTERING

P X(t+1) = AX(t) + v, (1)
[ ozt) =Lx()
L gty =Cx@)+v,(t)

where v, (t), v, (t) are zero-mean white gaussian noises . Moreover,

év,(t)u éVv, V,u
uOu 8% Vel
&ty &' Vap

The problem is to find an estimate 2(t) in H, of a linear combination
z(t) = Lx(t) of the state, i.e. one wants to find an estimator based on the

observations of {V(i), i £1- N}) in such a way that the maximum of the
output spectrum of the error e =z- z due to [vl' vz']' IS minimized (or
bounded from above by a certain positive scalar g).

Letting
u) =-2(t), e(t)=Lx®)+u(), )=V, "°y(t)

D= [o vz”z], c=C
B= [(\/1 y \/12\/2_]\/12')1/2 \/12\/2_1/2

and defining with w(t) a zero mean white gaussian noise with identity
covariance, it follows;



BASIC FILTERING PROBLEM

| X(t+1)= AX(t) + Bt)
St et) =Lx(t)+ u(t)
Lyt =cx(t) + Dw(t)

_ IR+ =ARO +By(t- N)
. ~

i u(t) =C.R()+D.y(t- N)
Basic problem: Find A-,B:,C.,D¢ such that

(SF) isasymptotically stable
[Tl <9

If Z{t)=Lx(t) isthe variable to be estimated and Z(t) the estimated variable, it follows U(t) = - Z(t) . Hence e(t)
representsthe filtering error z(t) = z(t) - z(t) =e(t) . If w(t) isawhite noise, the problem isthat of minimizing

the peak value of the error spectrum If w(t) isageneric signal in|.,, the problem isthat of minimizing thel, “gain”
between the error and the disturbance.



SOLUTION OF THE FILTERING PROBLEM

DD'>0
| potesi: A =stable
(A,B,C,D) does not have unstable invariant zeros

Theorem 4
There exists afilter F solving the basic problemiff $ Q3 0 solution of

A+DB' D'+CQC' C L' A+DB'(
) Q= AQA+BB-§ o o geD Q Q 3 o 3
i)V =g?l - LOL'+LQC'(DD'+CQC') *CQL"> O filter feasbility
éCQA'+DB'g§DD'+CQC' COL' ('éCy seble

i) A= A- J e-u
) LQA {§E LQC'  -g’l+LQLY &Ly

D

CENTRAL FILTER

X (t+1) =Ax(t) + F,(y(t) - Cx(t)), F, =(AQC+BD')(CQC'+DD")™
2(t) = Lx(t) + F(y(t) - Cx (1)), F, =LQC'(CQC+DD")™*

The assumptl onon the zerosis equwal ent to the stabilizability of the pair

(A B) A=A- BD' (DD)'C, B= B(l - D'(DD') *D) . The assumption of stability of A can be weaked to
the assumption of detectability of (A,C) if oneisonly interested in the stability of the filter.



NOTES

If G 0, one obtains the central filter

x(t+1) = Ax(t) + R (y(t) - Cx(1)) +Gu(Y)
2(t) = Lx(t) + R, (y(t) - Cx (1))

As g® ¥ the H, filtering is obtained, where F, e F, depend on the
stabilizing solution of the standard Riccati equation:

Q= AQA'+BB'- (CQA'+DB')'(DD'+CQC) (CQA'+DB')

- Notice that in the H,, filter the solution depends on L, i.e. on the
particular linear combination of the state to be estimated. This is a

difference between H,, and H,, design.

. The“gains’ F, and F, arerelated by:

F, = LK
F, =[A- BD'(DD')'C|K - BD'(DD)?
with
K =QC'(CQC'+DD')*
In the uncorrelated case (DB'=0) these relations become
F, =LK, F =AK
Hence

X (t+1) = Ax(t) + AK [y(t) - Cx ()]
F(t) = Lx(t) + LK [y(t) - Cx(t)]



BASIC ONE-STEP PREDICTION PROBL EM

Assume that we want to estimate z(t) = Lx(t) on the basis of the data
y(i),ift.

W y4
D>
u S y
P

1 X(t +1) = AX(t) + Bw(t) +Gu(t)
SZ% e(t) =Lx(t)+ u(t)
byt =Cx(t)+Dwit)

5 I XD =AXO +B.y()
Tout) =C.X(t)

Basic problem: Find Ap,Bp,Cp such that:

(SF) asymptotically stable
”TF\NH¥ <g

If z(t)=Lx(t) isthe variable to be estimated and Z(t) isthe estimated variable, then U(t) = - Z(t) sothat et)
represents the prediction error. .




SOLUTION OF THE ONE-STEP PREDICTION
PROBLEM

Assumption:

A =stable, DD'>0, (A, B,C, D) without unstable zeros

Theorem 5
There exists a one-step predictor P solving the problemiff $ Q30

satisfying

(CQA+DBUEDD+CQC’  CQL' U 'éCQA+DB

i) Q = AQA+BB'- & L n

)Q=AQ & LOA (& LQC' -g’l+LQLY{ & LQA §

ii)gz| - LQL™>0 predictor feasibility

. 6CQA '+DB ' éDD '+CQC ' CQL' U 'éCu

i) A=A- a . (é , 2 0 é | ( sable
é LQA" é LQC -9l +LQL'y & Ly

CENTRAL PREDICTOR

h(t+1) = Ah(t) + F;(y(t) - Ch(t))
Z(t) = Lh(t)

F; =( AQC +BD' )(CQC +DD' ) t+ A,QLV tLQC (cQC +DD' )t
Ay = A- (AQC +BD' )(CQC +DD') 'C
V =gl - LQL' +LQC (DD +CQC ) cqL

The assumption on the zeros is equivalent to the  dabilizability of  the

pair

(A,B),A=A- BD'(DD')*C,B=B(l - D'(DD") *D) . The assumption of stability of A can be weskened

to that of detectability of (A,C), if oneisonly interested to the stability of the predictor.



NOTES

If G 0, the so-called central predictor is obtained

mt+1) = Ah(t) + F, (y(t) - Ch(t)) +Gu(t)
Z(t) = Lh(t)

When g® ¥ theH, predictor isrecovered. Moreover, F;® Fy, i.e.

the gain of the predictor and the gain of the filter coincide and depend
on the stabilizing solution of the standard Riccati equation:

Q= AQA'+BB'- (CQA'+DB')'(DD'+CQC) (CQA'+DB')

- Notice that the H,, predictor dependson L, i.e. onthe particular linear
combination of the state to be estimated. Thisis a difference between
H,, and H,, design.

. The* gain” F; of the predictor and the “ gains” F, and F, of the filter
arerelated by:

F; =F +[A- FCIQL'V 'F,

In the uncorrelated case (DB'=0) and under the assumption of reachability of (A,B), the Ricacti equation of
Theorem 3 can be rewritten in the following way:

z -1
Q=AR ' +C'(DD')'C- iz 'Ly A+BB

e g u
Feasibility condition for the predictor gzl - LQL'>0
Feasibility condition for thefilter Q'1+C' C-L Lg'2 >0
Filter/Predictor

F,=AQ'+CC)'C,F,=L(Q'+CC)'C,F,=AQ"'+CC- iz L'L)C'
9



PREDICTOR VSFILTER

The Riccati equation is the same, but the feasibility conditions are
different

System for the prediction error

mit+1) =(A- RRC)M(t) + (F,C- B)w(t)
e(t) = Lm(t)

feasibility (analysis): gl - LQL'>0
System for thefiltering error

h(t+1) =(A- F.Oh(t) +(F,D - B)w(t)
&t) = (L- F,Ch(t) + F,Dw(t)

feasibility (analysis) :
92I - LQL'+LQC'(DD'+CQC')'1CQL'- (F,- F,)(DD'+CQC')(F, - F,)'>0

F, = LQC'(CQC'+DD')™?

1) At g fixed, the fesibility condition of the predictor is more stringent than that of the filter. They coincide as g
tendsto infinity, to witnessthe fact that the Kalman predictor and filter share the same existence conditions.

2) Assuming the existence of the stahilizing solution of the Riccati equation satisfying the feasibility condition, the
sufficient part of Theorem 3 is proved from the analysis result. Indeed, the analysis Riccati equation coincides
with the synthesis Riccati equation once the gains F,, F, (for the filter) or F; (for the predictor) are substituted
there,



Proof of Theorem 4/5

For simplicity we study the case where DB'=0, DD'=I, (A,B) reachable. Moreover, we limit the proof to filters
(predictors) in observer form. This is a restriction, but the anadysis of all filters (predictors) ensuring the norm
bounded is far from being trivial and is not within our scope. Notice that if F;=AK e F,=LK are the characteristic
gains of ageneric filter, the transfer function from the disturbance to the error is

T =(L-LKC)(zI-A+AKC)"{AKD-B)+LKD

So that the analysis Riccati equation is

Q=A(X - L'Lg?)ytA+BB, X=(I-KC)Q(I- KC) +KK' (1)
with the feasibility condition

9%l - LXL'>0 P
and asymptotic stability of

A(l - KC)+AXL' (g2l - LXL' Y X(1- KC) L' 3)

On the other hand, if F5 isthe gain of ageneric one-step predictor, the transfer functionis
Toy~L(zI-A+F;C)"X(F;D-B),

and then the analysisRiccati  equation is:

Q=AQ*'+CC-L'Lg?H)*+ BB+(F; - AYC'(l + cyc) H( +CYC')(F, - AYC'(I +CYC)™Y)

Y=Q'-LLlg™?

(4)
with the feasibility condition
9°l - LQL' >0 5
and asymptotic stability of
A- FC+(A+FC)QL (gl - LQL ) 1L ()

Now, assume that there exists Q3 0 satisfying Q=A[Q+C'C-L'Lg?]"™+BB', and such that Q1+C'C-L'Lg2>0 and
AQL+CC-L'Lg)™? Q1 stable. Take the filter characterized by F=AK, F,=LK, with K=(Q+C'C)"1C'. From (1) it
results X=(Q1+C'C)1 and hence

Q= AXA +BB +AXL' (g%l - LXL' Y LA = A(X - L'Lg?)ytA+BB = A(Q 1+C'C- L' Lg?) LA +BB

Therefore, the analyss Riccati equation  admits a podstive semidefinite  solution  with
9’1 - LXL'=¢°l - LQL' LQC' (1 +CQC' ) tcqQL' >0,

so that the feasibility condition is satisfied. Also the stability condition (3) is satisfied.

Hencethenormislessthang

Assume now that there exists Q30 satisfying Q=A[Q"+C'C-L'Lg?]"1+BB", and such that Q1-L'Lg?>0 and A(Q
L4CC-L'Lg)?t QT stable Take a predictor defined by F=A(Q+CC-L'Lg2’C. From (4) it resuits that
F3=AYC'(I+CYC')'1 and hence Q=AYA'+BB'-AYC'(I+CYC')'lCYA'=A(Q'1+C'C-L'Lg'2)'1A'+BB'. The analysis
Riccati equation admits a positive semidefinite solution and Q1-L'Lg2>0 coincides with the feasibility condition
(5) for the predictor. Also the stability condition (6) is satisfied:

Hencethenormislessthang

Vice-versa, assume that there exists afilter such that the norm is less than g Then, there exists Q solving (1)-(3). On
the other hand, X=(Q1+C'C) +(K-(Q"+C'C)1C)(1+CQC)(K-(Q+C'C)1C) 3 (Q1+C'C) ! and hence X lEQ+C'C
implies that Q solves the inequality Q3 A(Q1'+C'C-L'Lg?)A’+BB" whereas ¢?I-LXL'>0 with X>0 implies that
Q+C'C-L'Lg?0. The existence of Q solving Q=A(Q+C'C-L'Lg?)A+BB' with QIA+C'C-L'Lg%0 and
satisfying the stability condition follows form standard monotonicity results of the solutions of the Riccati equation.

Finally, assume that there exists a predictor such that the norm is less than Then, there exists Q solving (4)-(6).
Hence Q2 A(QIA“+CC-L'Lg?d)IA+BB' with AI-LQL'>0 The existence of Q solving Q=A(Q1A'+C'C-L'Lg?)
IA'+BB' with ¢?I-LQL">0 and satisfying the stability condition follows form standard monotonicity results of the
solutions of the Riccati equation



J-SPECTRAL FACTORIZATION

The Riccati equation underlying the problem solution can be compactly
written as.

Q = AQA+BB- [AQC+BD'|R+ CQCT [Coa+DB]

~ é&Cu ~ éDu eDD u
“TaePTer""e0 gul
elu e e glg
Let define:
H,(z2=D+C(2 - A''B éH,(2) Ou él N
_ 1 H(2) = é ¥ J —é 2, U
H,(2) = L(Z - A)'B &H,(2 13 O -9l
Theorem 6

Assume that A is stable. There exists a stablefilter F(2) such that
H.(2)-F(2)H1(2) is stable and

H,(2)- F(2H,(2) stable
|H.(2) - F(9H.(2)], <9

if and only if there exists a square W(z), stable with stable inverse, with
stable [W(z2)*]11, solving the factorization problem

H(2)IH(Z7)=W2)IMz ")
All feasible filters can be parametrized in the following way:

F(2) = (Wy(2) - W, (DU (2)(W,i(2) - Wi, (DU (2) 1, U (DT Hy, U2, <9



Notes:

From z=H,(2w, y=H, (2w, Z=F(2)y,itresults z- Z=(H,(2) - F(2)H,(2))w and then the
filtering problem can be equivalently rewritten as a model matching problem.

Proof of Theorem 6

Assumethat the exists afeasible filter. We limit ourselves to the case where the filter isin the observer form. From
Theorem 4 we know that the exists a positive semidefinite solution Q of the Riccati equation. Moreover, such a
solution is stahilizing and feasible. It is a matter of cumbersome compuitations to show that

é (DD+CQC")"? 0

Wz) = |l +C(2 - A)*(BD+AQC')(R+CQC")™ gLQC,(DD,JrCQC,).M 51\,1/2,
e

ey end

oOC

V =¢g?l - LQL+LQC'(DD'+CQC')*CcQL"

isa J-spectral factor. The stability of W(z) follows from stability of A. Stability of W2)™ and [W(2) ], follows from
Q being a stabilizing solution. Existence of V¥2follows from the feas bility condition.

Vice-versa, assume that W(z) with the given properties exists and take the formula defining all filters F(z). It follows
F@ -1]=-W,@)- W @W (D) " We (DI - U@Wu(2) 'Wo(2) U (D 1D (¥)

Notice that, thanks to the small gain theorem,

(-vEWw@ W,@)"

is stable. Indeed, U(2) is stable and [[U(2)]lv<g and [[Wiy(2) "W2)z1]| <g* since Wiu(2) Wia(2)™ -0 Waa(2) Wau(2)™ =
H1(2)H1(2) >0 on the unit circle. Hence, stability of F(z) followsform (*).

F@H,(2)- H,() =[F@) - 1H(@) =
(W, () - Wy (W ()W, () - U (AW, (2 W, () U (D) 1D H (D)

so that F(z)H1(2)-H2(2) is stable. Finally,

(F@H,@)- H.IF@H.@- Ha(2) =[F@ - IH@MHE@E 2 4=
e - u
[F( - 1MW § 2 4= (F@W,(2)- W (DU (DU - 921 F W (2) - WD)
e - u

so that the norm of F(z)H1(2)-Hx(2) islessthan g



DUALITY"

The prediction problem is dual with respect to the full-state control
problem (x is measurable).

The filtering problem is dual with respect to the full-information
control problem (x and w are measurable).

i X(t+1)=Ax(t)+ Bw(t) +

St oe(t) =Lx(t)+ u(t) o
L y(t) =Cx(t)+Dw(t)
o IXE+D=AXD+L'EM) +CY()
*T W) =B'X(t)+D'y(t) FI-SF
Theorem 7

Y(t) =- KX(t)- K,8(t) stabilizes Sand [Tuel, <9 iff

x(t+1) = Ax(t) + Ky '(y(t) - Cx(1))
- u(t) = Lx(t) + Ky'(y(t) - Cx(1))

stabilizes Sand |[To,[y, <9.

Notice that if K, is zero (state-feedback), thefilter isindeed a predictor. The proof of Theorem 7 isimmediate. It

is enough to verify that for any K, and K, it results T, =T, ". Actually, an extended version of thisresult
alowsto link any full-information controller K(z) for system S;' to afilter F(z) for system S.



KREIN SPACES

The filtering (prediction) problem can be interpreted as a Kalman
filtering (prediction) problem in the Krein space (instead of Hilbert

space).

X(t+1) = AX(t) + V4 (t)
o2ty =Lx()

L y(t) =Cxt) +v,(t)

with

eC éBB' BD' 0 u
~ u _é U
C=5a v E V,'lg= DB DD’ 0 -

g 0 0 -9y



RISK SENSITIVITY

X(t+1) = AX(t) +vy ()
y(t) = CX(t) + v, (1)

wher e the noises are white gaussian noises with zero mean.
The problem of the risk sensitive filter isto minimize

. € 2 g
minmJ ) = miné J—IogéEée 2

2(y) 2(y) 6

The parameter g isthe risk parameter

g=0 risk-neutral Kaman
g> 0 risk-seeking modified Kalman
g<O risk-adverse  Hy

The solution of the problem with g<0 coincides with the solution of the
Hy filter with g2=-q- 1.




MIXED Ho/Hy FILTERING

It makes sense to distinguish between two classes of disturbances:
those whose statistics is known and those which are only requested to
be bounded. For instance, in general, the spectral characteristics of the
transducer errors are known whereas those related to modelling errors
are unknown. Consequently, we can write a mixed filtering problem
associated to avariable z(t):

x(t +1) = Ax(t) + Bw(t) = Ax(t) + Bywy (t) + Bows (1)
z(t) = Lx(t)
y(t) =Cx(t) + Dw(t) = Cx(t) + Dywy (t) + Dowi(t)

e(t) = z(t) - 2(t)
Mixed Problem

Find a filter solving:

infﬂ

The solution to this problemisnontrivial if g< HTe,\Nz( Kal man)H¥.

T...(F), £9}

Te,Wl(F)stt.

Up to now there not exist a closed-form solution. It can be proven that
the optimal mixed solution Fe ison the“ boundary” , i.e. such that

HTe’WZ( F® )H¥ ~9

Obvioudly, the mixed problem makes sense since there exist an infinite number of filters F (a parametrized family)
suchthat |[T,, (F)H¥ £g




OBSERVATIONS

The gain F3 of the predictor ensuring the norm less than g can be
parametrized in the following way: F3:W1'1W2, where (W ,W,)
satisfyies an elliptic equation.

Convex Optimization
: _ ) 2 _eW, Wi
min tr(XW) 3 min HTe\,\,(\/\/l W, )Hz’ W = S/Vi V\ZH

where X depends from the data. If w,=w,, then one obtains the

central predictor. In this way one simply minimizes an upper bound
of thereal cost. The solution may be too conservative.

Sear ch for boundary values
The boundary values are (norm equal to g) on the tangent sets between
the elipsoid and the planes passing through the origin.

\4




a - PROCEDURE

We can parametrize with a scalar variable a family of predictor
(defined by the only gain K) which ensure the norm less than g with
minimal two norm.

|dea

e (Kl

e

g T,

K(a)=(1- a)K, +a[AQ(a)C' +BD'[CQ(a)C'+DD') ™

Q=AQA +BB'- (2a- a?)(AQC +BD )(CQC +DD' ) }(AQC +BD')

A=A- K., B=B- KD
where K. issuch that ||Tan (K|l ¥ <9

Theorem 8

Assume that (A,C) detectable and (A, B,C,D) without unstable
zeros. Then there always exists Q(a)30, " a1 [0 2] with A-K(a)C
stable. The norm |[Tey(K(a))||> isnondecreasing, " a1 [0 1]. There
exists a*1 [0 2] such that |[Tey(K(a*))|lk=9 and |[[Ten(K(@))|2 is
minimized.

We need to compute the value of closer to one and such that || Tgp(K(2*))|ly =9 (search)



FINITE HORIZON

i X(t +1) = Ax(t) + Bw(t)

St z(t) =Lx(t)

1 y(t) =Cx(t)+Dw(t)

Finite horizon problemin [1,T]:

Find a linear causal filter based on su y(1),y(2),---,y(t) ,t£T
providing an estimate z(t) guaranteeing a level of attenuation g>0,
i.e. suchthat J. <0 for each [w(¥ (x(0)- %)]* 0, where

J=al20- 20 - gzzeé W)+ (x(0) - %)Y (x(0) - &)ﬁ
t=1 =0

Simplifying assumptions:

DB'=0, DD'=I

Theorem 9

Afilter guaranteeing an attenuation level gexistsiff there exist two
positive definite matrices Q, S such that

Q(t+1)= AS(t) 1A+BB
S(t+1)=Q(t+1)yt+CccC-LL/g? , S0)=Y

The vector f(o isan a-priori estimate of X, and R>0 isaweighting matrix (it playes the role played by the
initial covariance matrix in the Kalman filter design). Putting the two equations together we get the difference

; : P -1, ~ \ 2 -1 \ : _ -1 '
Riccati equation: Q(t+1):A[Q(t) +CC-LL/g] +BB' , with Q()=AY A +BB'.




SOLUTION OF THE FINITE HORIZON
PROBLEM

h(t+1) = Ah(t) + K (t +D[y(t +1) - CAh(t)]
2(t) = Lh(t)

The gain is given by:

K(t)=Q)C[I +cQ(u)c]
where Q(t) isthe solution of the difference Riccati equation
QUESTIONS

Under which conditionsit is possible to guarantee the existence of the
time-varying filter for an arbitrarily long interval ?

Under which conditionsit is possible to guarantee the conver gence for
t® ¥ tothe Hy filter?

Thetime-varying filter can be written as

X (t+1) = Ax(t) + AK (O] y(t) - Cx(1)]
3(t) = Lx (t) + LK (t) [ y(t) - Cx(1)]

Thegains Fy(t) = AK(t), F»(t) = LK(t) havethe same structure asin the stationary case (uncorrelated noises).



FEASIBILITY AND CONVERGENCE

1) A invertible

2) There exists the stabilizing solution Qg of
Q=AQ*+CRC[ A+BB
3) The pair (A,B) isreachable

Thanks to these assumptions, there exists the unique (positive
semidefinite) solution of the Lyapunov equation

v =|q+CRC| AvAQ + R [C'(R+CQC)1CE|

Theorem 10
(i) The solution Q(t) of the difference Riccati equation is feasible, "
t>0, if, for somee:

~ ~ = ~ -1
0<Q<Q,+{v- [E(r+CQE)*E] ] +el]
(if) The solution Q(t) of the difference Riccati equation is feasible and
convergesto the stabilizing solution Qg if

()<Q(1)<QS+|:Y+eI]'1

It is possible to see that the conditions introduced in the theorem are also necessary in two significant cases: L=0
(g®¥) and C=0. In the first case Y=0 and therefore one recovers the condition of convergence for the Kalman
filter (Q(21)>0), whereas, in the second case the condition of convergenceis equivaent to

S(1) = Q(1)+C'C- L'Lg?>S,,

where S, isthe antistabilizing solution of

S=(ASIA+BB')+C'C-L'Lg?



¢ SWITCHING

If Q(1) is"too large", nothing can be said on the convergence of
Q(t,g5) towards the stabilizing solution Qg(g) associated with a given

value of g=g.

The convergence conditionis: 0<Q(1)<Qs(g)+[Y(g)+el] o
Theorem 11

(i) The solution Y (g) of the Lyapunov equation goes to zero for g® ¥
(ii) The stabilizingsolution Qg(g) of the Riccati equation increasesasg
Increases

Thanks to point (i) of the theorem, if Q(1) does not satisfy the
convergence condition, one can find a value of g=g¢;> g5 such that the
convergence condition is satisfied for g=g;. The solution of the Riccati
equation with g=g; converges to Qg(g;). On the other hand, thanks to
point (ii) ot the theorem, one can say that

Qs(G)£ Qs(0)< Qs(G)+(Y (gy)-1+el)-1

So that e>0 and te>0 are such that
Q(te,g1)< Qs(g)+(Y (gg)-1+el)-L.

Finally, imposing

i0,, LEt<t,
gy =i,
19s» t te

the solution Q(t,g(t)) tendsa Q4(gs) ast® ¥.

The g-switching strategy modifies the cost:

~ 3 lre-fo|? s . . U

Jp=é—" - " - aa WO)|” + (x(0) - %)Y (X(0) - %)y
t=1 g-(t) €t-0 u



EXAMPLE

A=0.5,B=[10], C=3,D=[01], L=2, T=1/12

1

=0.2
Qt+1) 5Q(t)'1+9-4g'2+

1, Q1)=4

Feasibility condition

2
g
A<, 5

Algebraic Riccati equation

Q=0.25 ! +1 ® thereexistse Q(g) for g> 0.6576

Q-1+9_ 49-2

Choice: g=0.66
Hence, Q4(g9)=1.5318 isthe stabilizing solution

Q(1) <5.4724 feasibility condition
Q(1)<3.572 convergence condition

Integrating the equation with g=gs it results Q(t )=4, 4.7167, 9.5394, -
2.2089, 0.6066, ..... and then the feasibility is lost after three steps.
Taking g in such away that 4<Qg(gs)+Y -1(g;). For example g; close

to gs satisfying thisinequality is ¢y =0.661. Integrating the equation
with g=gy it results Q(t )=4, 3.63, 3.07, ... Snce Q(3)<3.572, it is
possible to impose g=g in the equation at time t=3 so that the solution
solution convergesto Qg(gs).
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