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Meccanismo di generazione dati

| v1(2) v2(t) |

+¢ T(t+1) 2(t) + Y(t)

+
> 271 > H >g >

+

z(t+ 1) = Fa(t) + vi(?)
{ y(t) = Hax(t) + va(1)

sistema tempo invariante

v1(t) ~WN(O,Vy), va(t) ~ WN(O,V5), Vo >0

stazionari e indipendenti



Predittore di Kalman

| v1(2) v2(t) |

+¢ T(t+1) . 2(t) +g+ Y(t)
> =z > H > >
+
F e
Y(t)
+
K(t)

vy T(t+1]t T(t|t—1 Y(tlt-1)

( I)) J (t| )) 7 d
+




Predittore di Kalman

guadagno
tempo variante

z(t+ 1t) = Fz(t|t — 1) + K(t)\(y(t) —y(tlt —1))
Gt — 1) = Ha(t|t — 1) ™

S

+

K (1)

ty T(t+1)t) 1 | Z-1) Y(tlt—1)
>

+




Predittore di Kalman

Z(t 4 1t) = Fz(t|t — 1) +
g(t|t — 1) = Hz(t|t — 1)

K()(y(t) - 5(tlt — 1))

™

guadagno
tempo variante

K(t)=FPt)H'(HP(t)H' + V)1

P(t+1)=FPG)F"+ Wy

DRE

—FP)HT(HP@)HT 4+ Vo) 1HP(t)FT



Predittore di Kalman

{ 2(t+ 1)t) = |(F — K(O)H) &(tlt — 1) + K()y(t)
@(ﬂt B 1) — Hf(ﬂt B 1) \matrice dinamica
del predittore

K(t)=FPt)H'(HP(t)H' + V)1
Pt+1)=FPH)FT+ W DRE
—_FPW)HT(HP()HT + Vo) 1HP)FT



Dinamica dell’errore di predizione

e(t) ;= x(t) — 2(t|t — 1) errore di predizione

z(t +1) = Fa(t) + v1(t)
y(t) = Hx(t) + va(1)

——

#(t+ 11t) = (F — K(6)H) 3(¢]t — 1) 4+ K()y(t)
g(t|t — 1) — Hfﬁ(t|t — 1)

e(t+1)=(F - K({)H)e(t) — K(t)va(t) + v1(2)




Dinamica dell’errore di predizione

e(t) ;= x(t) — 2(t|t — 1) errore di predizione

e(t+1)=(F - K({)H)e(t) — K(t)va(t) + v1(2)

v1(t)
V2(t) ) l+ e(t+1) ) e(t)
—> K(1) —>0 > 27 >

L F — K(t)H [«




Dinamica dell’errore di predizione

e(t) ;= x(t) — 2(t|t — 1) errore di predizione

e(t+1)=(F - K({)H)e(t) — K(t)va(t) + v1(2)

matrice varianza dell’errore di
_/ predizione dello stato all’istante t+1

Pit+1)=FPt)F' 4+ DRE

—_FPW)HT(HP®)HT + Vo) *HP@)FT
= (F-K(@{)H)P(t)(F - K(t)H)" + K(t)VoK(t)" + V1



Teoria asintotica

Ql: P(t) = P, t— c0?

cioe la matrice di varianza dell’errore di predizione

dello stato (e quindi dell'uscita FP(t)H! + V5)
convergono?

- l'errore di predizione rimane limitato nel tempo



Teoria asintotica

Q2 F—-KHcon K =FPH'(HPH" +15)"! &
asintoticamente stabile?
- l'errore di predizione non diverge in presenza di
imprecisioni numeriche e/ o disturbi non modellati
(si dice che K e stabilizzante)



P(t) convergente 7% Kl stabilizzante

{ p(t + 1) = 2a(1) va(t) ~ WN(0, 1)

y(t) = va(2)

P(t+1)=FPQ@)F' 4+
—FP(t)H'(HP(t)H" + Vo) "'HP(t)F'



P(t) convergente 7% Kl stabilizzante

{ p(t + 1) = 2a(1) va(t) ~ WN(0, 1)

y(t) = va(2)

P(t4+ 1) = 4P(t)

se (1) é nota
z(1|0) = x2(1)

P(1) = E[(«(1) — 2(1]0))?] =0



P(t) convergente 7% Kl stabilizzante

y(t) = va(2)

{ x(t+ 1) = 2x(¢t)

v5>(t) ~ WN(0, 1)

P(t4+ 1) = 4P(t)

se (1) é nota
z(1|0) = x2(1)

P(1)=0—

P(t) =0, Vt>0

errore di predizione
nullo

K(t)=FP{)H"(HPt)H" +Vo)"1 =0

F(t 4 1[t) =

2

7(t|t — 1)  predittore instabile




P(t) convergente 7% Kl stabilizzante

v>(t) ~ WN(0,1)

{ z(t+ 1) = 2x(t)
y(t) = va(t)

z(t + 1|t) =RJz(t|t — 1)  predittore di regime
instabile
2(1]0) = 2(1) + ¢

e(t+ 1) = 2e(t)

e(t) = 27 1e
e(1) = ¢ = elt) =2



Q1:

Q2:

Teoria asintotica

P(t) = P, t — 007

cioe la matrice di varianza dell’errore di predizione
dello stato (e quindi dell'uscita FP(¢t)H! + V5)
convergono?

- l'errore di predizione rimane limitato nel tempo

F—-—KHcon K =FPH"(HPH" 4+ V5) ' &
asintoticamente stabile?
- l'errore di predizione non diverge in presenza di

imprecisioni numeriche e/ o disturbi non modellati
(si dice che K e stabilizzante)

predittore di Kalman di regime




Predittore di Kalman di regime

z(t+ 1[t) = Fa(tt — 1) + K(y(t) — §(t|t — 1))
g(tlt — 1) = Hz(t|t — 1)

S

Ty T(t+1]t)
>

+

T(t|t—1)

+

Y(t]t—1)

sub-ottimo, ma meno calcoli e occupazione di memoria



Predittore di regime: dinamica dell’errore

e(t) ;= x(t) — 2(t|t — 1) errore di predizione

v1(t)
V2(t) _ i l+ e(t+1) ) e(t)
—> K >0 > 2 >
+L
F-KH <

e(t+1) =(F - KH)e(t) — Kva(t) + v1(t)

var[e(t + 1)] = Ele(t + 1)e(t + 1)7]
= (F — KH)var[e(®)](F = KH)L + KV-K1 + W4



Predittore di regime: dinamica dell’errore

e(t) ;= x(t) — 2(t|t — 1) errore di predizione

v1(t)
V2(t) _ i l+ e(t+1) ) e(t)
—> K >0 > 2 >
+L
F-KH <

e(t+1) =(F - KH)e(t) — Kva(t) + v1(t)

var[e(t)] = P  soluzione equazione di Lyapunov

P=(F-KH)P(F-KH)I +vi + KV,K!



Risultati asintotici
P(t+1)=FP(t)F' 4+ W
—FPA)HT(HP®)H” + Vo) *HP(t)FT
Teorema: se (F,H) e rivelabile, allora P(t) e limitata

(F, H) rivelabile significa che I'eventuale parte non
osservabile dello stato del sistema

{ z(t + 1) = Fa(t) + v1(¢)
y(t) = Hx(t) + va(t)

e stabile



Nell’esempio precedente:

{ x(t+ 1) = 2x(t)
y(t) = va(t)

v5>(t) ~ WN(0, 1)

(F,H) non rivelabile (sistema non osservabile instabile)

P(t+ 1) = 4P(¢)

se (1) non é nota

P(1) %40 —

P(t) — o

errore di predizione
non limitato



Nell’esempio precedente:

{ x(t+ 1) = 2x(t)

y(1) = va(t) v2(t) ~ WN(O, 1)

(F,H) non rivelabile (sistema non osservabile instabile)

z(t+1)t) = Fz(t|t — 1) + K(y(t) — y(t[t — 1))
g(tlt — 1) = Hz(t|t — 1)



Nell’esempio precedente:

{ x(t+ 1) = 2x(t)

y(1) = va(t) v2(t) ~ WN(O, 1)

(F,H) non rivelabile (sistema non osservabile instabile)

F(t 4 1)) = 27 (t|t — 1) + Kuvs(t)
G(tlt—1) =0



Nell’esempio precedente:

{ x(t+ 1) = 2x(t)

y(1) = va(t) v2(t) ~ WHN(O, 1)

(F,H) non rivelabile (sistema non osservabile instabile)

e(t+ 1) =2le(t) — Kvs(t) non esiste K
stabilizzante




Risultati asintotici

P(t+1)=FPQ@)F' +W;
—FP)H'"(HP(t)H" + Vo) 'HP(t)F'

Teorema: se (F,H) e rivelabile, allora P(t) e limitata

(F, H) rivelabile significa che I'eventuale parte non
osservabile dello stato del sistema

{ z(t + 1) = Fa(t) + v1(¢)
y(t) = Hx(t) + va(t)

e stabile
Inoltre esiste K tale che F-KH é stabile.



Scomposizione in parte osservabile/non osservabile

| v1(¢)

V2(t)

+y T(t+1) X (t)

> <

+

+

>

g+

z(t +1) = Fa(t) + v1(t)

y(t) = Hx(t) + va(1)

matrice di cambiamento di base per la scomposizione

in parte osservabile e non osservabile

|

w :TO

y(@)



Scomposizione in parte osservabile/non osservabile

v1(¢) v2(t) |
N ;Tw()(t—l_l)) 1 Wo(t) H, +)£+ )y(t)
+
Fi11
F>1 le
T y+ 4 Wno(t)
—> TO,Q > <
+ N Wno(t+1)
F22 <
| wo(t+ 1) Fii O wo(t)
= T, t
< [ wno(t _I_ ]-) ] F21 F22 ] [ wno(t) —I_ Ul( )
_ w0(t)
w0 =[ o] 1O |+



Parte osservabile

v1(2)
L t Wo(t+1)
10,1

v2(t)
Wo(t) + Y(t)
2zt > H1q Jr)l) >

T

R —

y(t) = Hiwo(t) + vo(t)

{ wo(t -+ 1) — Fllwo(t) -+ Tojlvl(t)

sotto-sistema (F,{,H,) osservabile, non necessariamente

stabile

—> l'uscita contiene informazioni sulla componente
osservabile dello stato, sembrerebbe possibile predirla



Parte non osservabile

v1(¢) Wo(t)
F>1 e
+ + 1 wno(t)
TO,Q > Z >

+ N Wno(t+1)

Foo «—

wno(t + 1) — F22 wno(t) + FQlwo(t) _l_ TO,QU]_(t)

sotto-sistema non osservabile
- l'uscita non e influenzata dalla parte non osservabile
dello stato



Parte non osservabile

>

Wo(t)

<

wno(t)

> <

V1(t)
10,2

+ N Wno(t+1)

Wno(t + 1) =

stabile

\

F>o

Wro(t) +

Foo «—

>

segnali che influenzano
la parte non osservabile

Forwo(t) + To2v1 ()

- il contributo diretto di v, e quello della condizione iniziale
alla parte non osservabile dello stato e limitato

- il contributo di w, non e necessariamente limitato ma e
“ricostruibile” tramite ['uscita y



Esempio

O O

{ 24 1) = Fat) +01(8)  v1(t) ~ WN(O, [ 1 0 ] >
y(t) = Hx(t) + vo(t) vo(t) ~ WN(O, 1)

r=|5 05| #=[10]



>,

Esempio
(1 (t+ 1) =221(t) + [1 0] vy (t) 01(£) ~ WN(O. l (1) 8] )
xo(t+ 1) = —0.52-(t) va(t) ~ WN(O. 1)
L y(t) = 21(2) + va(t)

| v1(2) v2(1) |

+  T1(t+1) T1(t) (t)
L) [1 O] : > 27! : Q\f )y

2 sistema non osservabile,
ma rivelabile

To(t+1) To()




Esempio

O O

{ 24 1) = Fat) +01(8)  v1(t) ~ WN(O, [ 1 0 ] >
y(t) = Hx(t) + vo(t) vo(t) ~ WN(O, 1)

leg —8.5] H=[1 0]

T T
P+ D = PPOFT 4V - R

P(1)=[(1)(13]



varianza stima 1
— = =—vwyaranza stima ¥




Esempio

O O

{ 24 1) = Fat) +01(8)  v1(t) ~ WN(O, [ 1 0 ] >
y(t) = Hx(t) + vo(t) vo(t) ~ WN(O, 1)

F=5 05| #=[10]

P(t) —

245 0 non solo limitata, ma
0 0 anche convergente

K| CHID2



Esempio: Predittore di Kalman di regime

T(t+1|t) = Fa(t|t — 1) + K(y(t) — g(t|t — 1))
g(t|t — 1) = Hz(t]t — 1)

S

+

T(t+1]t)
§ >

+

T(t|t—1)

+

Y(t|t—1)




Esempio: Predittore di Kalman di regime

fi‘l(t—

532@ -

y(tlt —1) =21 (¢t — 1)

S

+

T(t+1]t)
§ >

+

T(t|t—1)

+

- 1)8) = 221 (1) + LB (y(t) — Gt — 1))
- 1)t) = —0.535 (¢t — 1)

Y(t|t—1)




Esempio: Predittore di Kalman di regime

|y

* T+ Y (tt—1)

>

Zo(t+1]t) 1 | ZTot-1)
> < 1 2 >




Esempio: dinamica dell’errore

e(t) ;= x(t) — 2(t|t — 1) errore di predizione

v1(t)
V2(t) _ i l+ e(t+1) ) e(t)
—> K >0 > 2 >
+L
F-KH <

e(t+1) =(F - KH)e(t) — Kva(t) + v1(t)




Esempio: dinamica dell’errore

e(t) ;= x(t) — 2(t|t — 1) errore di predizione

v1(t)
V2(t) _ i l+ e(t+1) ) e(t)
—> K >0 > 2z >
+L
F—-KH <

o(t + 1) = [0.38 0 ]e(t)-[l-l_\/g

0 -05 5 ]vz(t)Jrvl(t)



Esempio: dinamica dell’errore

v1(t) |

Y
[1 O]
v2(t) [ 145 ;é e1(t+1)) z—l 61)(t>
2 ;
+

€o(t+1) €x(t)

varle1(t)] = 2+ V5

varle>(t)] — O




Esempio: dinamica dell’errore

v1(2)
Vo(t) ) l+ e(t+1) ) €(t)
—> K >T > z~ >
+
F—-KH <

se K (# K) stabilizzante allora

varle(t)] — P soluzione equazione di Lyapunov

P=(F-KH)P(F-KH)\ +vi + KV,K!



Esempio: dinamica dell’errore

v1(2)
Vo(t) ) l+ e(t+1) €(t)
—> K >T > 2 >
+
F—-KH <

se K (# K) stabilizzante allora

varle1(t)] = ¢1 > 2+ V5
varles(t)] — ¢> > 0

perche K ¢ il guadagno tempo invariante ottimo



Risultati asintotici

Teorema: se (F,H) e rivelabile, allora P(t) e limitata
Dimostrazione:

Definiamo

Z(P,K) =(F-KH)P(F-KH)' 4+ KV,K'+V;



e(t+1)=(F - KH)e(t) — Kva(t) + v1(%)

v1(t) ~ WN(O,V7), vo(t) ~ WN(O, V5)

indipendenti

var[e(t + 1)] = E[e(t + 1)e(t + 1)71]
= (F — KH)var[e()](F — KH)! 4+ KVoK1
= Z(varle(t)], K)




Risultati asintotici

Teorema: se (F,H) e rivelabile, allora P(t) e limitata
Dimostrazione:

Definiamo
Z(P,K):=(F - KH)P(F - KH)T+ KVL,K" + V4
allora
DRE P(t+1) = Z(P(t),K(t))
K(t) = FP(t)H"(HP(t)H" + Vo)™*
ARE P =2Z(P K)
K =FPH"(HPHT 4+ V,)1



Risultati asintotici

Teorema: se (F,H) e rivelabile, allora P(t) e limitata
Dimostrazione:

Definiamo
Z(P,K) =(F-KH)P(F-KH)' 4+ KV,K'+
Proprieta:

1) PY>pPR - Z(PY K)>Z(P? K)

immediata dalla definizione di Z



Risultati asintotici

Teorema: se (F,H) e rivelabile, allora P(t) e limitata
Dimostrazione:

Definiamo
Z(P,K) :=(F - KH)P(F — KH)T 4+ KV,KT + 1
Proprieta:
1) PY>pPR - Z(PY K)>Z(P? K)
2) Z(P(t),K(t)) < Z(P(t),K), VK
Z(P(t), K) = Z(P(t), K(1))
+(K — K(t))(HP)H" + Vo)(K — K(t))"
>0




Risultati asintotici

Teorema: se (F,H) e rivelabile, allora P(t) e limitata
Dimostrazione:

Definiamo
Z(P,K) =(F-KH)P(F-KH)' 4+ KV,K'+
Proprieta:

1) PY>pPR - Z(PY K)>Z(P? K)
(2) Z(P(t),K(t)) <Z(P(t),K), VK



Risultati asintotici

Teorema: se (F,H) e rivelabile, allora P(t) e limitata
Dimostrazione:

(F,H) rivelabile = esiste K stabilizzante

v1(2)
Vo(t) ~ ) l+ e(t+1) ) €(t)
—> K > Z >
+
I _ P

P(t+1) = Z(P(t), K), P(1) = P(1)

varianza dell’errore di predizione quando si utilizza &

essa e limitata (sistema stabile alimentato da processi
stazionari)



Risultati asintotici

Teorema: se (F,H) e rivelabile, allora P(t) e limitata
Dimostrazione:

dimostriamo per induzione che

P(t) < P(t),vt>1

da cui segue la tesi perché P(t) e limitata



Risultati asintotici

Teorema: se (F,H) e rivelabile, allora P(t) e limitata
Dimostrazione:

t=1 P(1)= P(1)
ipotesi induttiva: P(t) < P(t)
P(t+1)=2z(P(), K())
<Z(P(t),K) (2
< Z(P(t),K) (1) + ipotesi induttiva
= P(t+ 1)



(FH) rivelabile -4 P(t) convergente

{ z(t + 1) = Fa(t) o (t) ~ WN(O, 1)

y(t) = Hx(t) + va(t)

= [ ] H = [ 10 ] osservabile
2 0 i

instabile
Py =5 o] Patn =rroypr - rroE IO
(58] =2
RIS




(FH) rivelabile -4 P(t) convergente

r1(t+ 1) = zo(2)
Slas(t+ 1) = 221(¢)

3 0

L y(t) = 21(t) + va(t)

v5>(t) ~ WN(0, 1)

|

valore di
X,(1) noto

= 9

f p—

\, L

3

0
0
0

w o |00

HP(t)H!T +V5
, =2k
,t=2k+1

le variabili di stato sono predicibili in modo esatto ad

istanti alterni



P(t) convergente —4> valore limite unico

{ z(t 4+ 1) = 2x(t) vo(t) ~ WN(O0,1)

y(t) = x(t) + va(t)

P +1)= Pét(lj)(jr)l




P(t+1) A

P(t)



P(t) convergente —4> valore limite unico

{ x(t+ 1) = 2z(t)
vo(t) ~ WN(O, 1)

y(t) = x(t) + va(t)

_ _4P(t) _ [ o0,P(0O)=0
P_tl”é'op(t+1)_13(t)+1_{3,P(0)>o
- . 2P(t) [ 0,P(0)=0
K_tllpgoK(t)_tllpgoP(t)-pl_{1.5, P(0) >0
~ [ 2,P(0)=0
F_KH_{O.5,P(O)>O



Risultati asintotici

P(t+1)=FPQ@)F' +W;
—FP)H'"(HP(t)H" + Vo) 'HP(t)F'

{ ot + 1) = Fa(t) + v1(t)
y(t) = Ha(t) + va(t)
sistema tempo invariante
v1(t) ~WN(O,Vy), va(t) ~ WN(O,V5), Vo >0

disturbi stazionari indipendenti



Risultati asintotici

P(t+ 1) = FP(t)FT 4+ GoGT
_FP(t)HY(HP(t)HT 4+ Vo) *HP(t)FT

{ 3t + 1) = Fa(t) + Gov1 (¢)
y(t) = Ha(t) + va(1)
sistema tempo invariante
v1(t) ~ WN(O, V1), va(t) ~ WN(O, V), V2 >0

disturbi stazionari indipendenti



Risultati asintotici

P(t+ 1) = FP(t)FT 4+ GoGT
_FP(t)HY(HP(t)HT 4+ Vo) *HP(t)FT

Teorema:

se (F,H) e rivelabile e (F,G,) e stabilizzabile, allora
i) P(t) = P,t— oo, VP(1) >0

(i) FF — KH stabile



Risultati asintotici

P(t+ 1) = FP(t)FT 4+ GoGT
_FP(t)HY(HP(t)HT 4+ Vo) *HP(t)FT

(F, G,) stabilizzabile significa che I’eventuale parte dello
stato del sistema

{ z(t + 1) = Fa(t) + Goo1(t)
y(t) = Ha(t) + va(t)

non raggiungibile da v e stabile



Scomposizione di raggiungibilita

V1(t) | V2(1)
Y

Gy

+¢ T(t+1) . 2(t) 4 5+ Y(t)

> 2 > H >

F

2(t + 1) = Fa(t) 4+ Gooy (t)
y(t) = Hx(t) + vo(t)

matrice di cambiamento di base per la scomposizione
in parte raggiungibile e non raggiungibile

w :Tfrﬂj




>,

Scomposizione di raggiungibilita

| V1(t)

v2(1) |

L ;
G

Wr(t+1)

Wr(t)
> Hl

y(@)

1

>

+§

+

Wnr(t+1)

F>o

(433
)

wnr(t 4+ 1

y(t) = | Hy Hz][

F11
O

wy(t)
Wy (T)

Fio ’wr(t)
Foo ] [ wnr(t)

] + vo(t)

| +]

G1
O

] v1(t)



Parte raggiungibile

| V1(¢) V2(1) |

L + wr(t+1) _q | wr@®) 7 +£+ y(t)
> 1 > >
A

+

sotto-sistema (F;;,G;) raggiungibile
- la predizione della parte raggiungibile avviene con
un certo errore perché e “sporcata” dal rumore



Parte non raggiungibile
v2(1) |

g+ 0,
>
Wnr (1) | +
> 271 >| Ho

+ N Wnr(t+1)

sotto-sistema non raggiungibile

- la parte non raggiungibile puo essere predetta con errore
sempre nullo se € nota la sua condizione iniziale,
se e stabile allora si pu0 ottenere un errore di predizione
nullo, almeno asintoticamente



P(t) convergente —4> valore limite unico

{ z(t+ 1) =2r(t) non stabilizzabile

y(t) = x(t) + va(t) vo(t) ~ WN(O, 1)
_ _4P(t) _ [ o0,P(0O)=0
P_tll>ngOP(t—|—1) - P()+1 { 3, P(0) >0

R = tll)ﬂgoK(t) - tl;ngo Pt)+1

2P(t) | o, P(O)=0
1.5, P(0) >0

2 P(0)=0

F_KH:{O.5,P(O)>O



Risultati asintotici

P(t+ 1) = FP(t)FT 4+ GoGT
_FP(t)HY(HP(t)HT 4+ Vo) *HP(t)FT

(F, G,) stabilizzabile significa che I’eventuale parte dello
stato del sistema

{ z(t + 1) = Fa(t) + Goo1(t)
y(t) = Ha(t) + va(t)

non raggiungibile da v e stabile

Glz =0

(F, G,) stabilizzabile sse
Flo =Xz, A\ > 1

=20

Inoltre, {



Risultati asintotici

Teorema:

se (F,H) e rivelabile e (F,G,) e stabilizzabile, allora

i) P(t) = P,t— oo, VP(1) >0

(i) F — KH stabile

Dimostrazione:

Passo 1: soluzione DRE con Py(1) = 0: Po(t) — Py

Passo2: F — KoH, Ko = FPoH! (HPyH! +V5)7 !
stabile

Passo3: P(t) - P= Py, VP(1) >0



Dimostrazione

Passo 1: soluzione DRE con Pp(1) = 0: Py(t) — Pg
basta dimostrare che Py(t) e crescente

t=1 Py(2) >0 = Ppy(1)
ipotesi induttiva Pp(t) > Po(t — 1)

Po(t 4 1) = Z(Po(t), Ko(t))

> Z(Po(t— 1), Kp(t)) (1) +1p. induttiva
> Z(Po(t—1),Ko(t—1)) (2)
= Po(t)

Nota: serve solo la rivelabilita



Dimostrazione

Passo2: F — KoH, Ko = FPoH! (HPyH! +V5)7 !

stabile

per assurdo sia | , con || B 1, autovalore di (F — KoH)"

e x %= 0 l'autovettore corrispondente.

Py = Z(FPop, Ko)
— (F — RoH)PO(F — KH)T

KoVoKY

Vi

r*Pox = |\2a* Pox + e*KoVoK{x + 2*Vix



Dimostrazione

Passo2: F — KoH, Ko = FPoH! (HPyH! +V5)7 !
stabile

per assurdo sia | , con || B 1, autovalore di (F — KoH)"
e x %= 0 l'autovettore corrispondente.

(1 — |\?)z*Pyz|= t*KoVo Kz H-|a* Vi
<0 >0 >0

G%x =0 (V1 = G@Gg)
ng =0 (Vo>0)

Ae = (F — KoH)'e = Fl'e — H'K}a = F'z



Dimostrazione

Passo2: F — KoH, Ko = FPoH! (HPyH! +V5)7 !
stabile

per assurdo sia | , con || B 1, autovalore di (F — KoH)"
e x %= 0 l'autovettore corrispondente.

(1 — |\?)z*Pyz|= t*KoVo Kz H-|a* Vi
<0 >0 >0

Giz=0

, contraddice l'ipotesi (F,G,) stabilizzabile
Flo = \z



Dimostrazione

Passo3: P(t) - P = Py, VP(1) >0

supponiamo che P(1) > 0

P(t+1)=Z(P(t),K(1))

= (F-K@OH)PE)(F - K()H) + KOV2K@)"+ W
> (F— K@QH)P@)(F — K(t)H)"

> M(t)P(1)M(t)"

M(t) ‘= (F — K(O)H)(F — K(t — 1)H) ... (F — K(1)H)
limitata perche (P(1) > 0, P(¢) limitata)



Dimostrazione

Passo3: P(t) - P = Py, VP(1) >0
supponiamo che P(1) > 0

AP(t) ;= P(t) — P

dimostriamo che AP(t) — O



Dimostrazione

Passo3: P(t) - P = Py, VP(1) >0
supponiamo che P(1) > 0

AP(t) .= P(t) — Py

P(t+1)=2Z(P(t),K(t)) =(F - K@t)H)P(t)F' +V;
Py = Z(Py,Ko) = (F — KogH)PoF" + V1

AP(t+1)=(F - KogH)AP(#)(F — K(t)H)*

AP(t) =|(F — RoH)"YAP(L)M (¢t — 1)7T

tende a zero limitata

AP(t) — 0



Dimostrazione

Passo3: P(t) - P = Py, VP(1) >0
supponiamo che P(1) > 0
consideriamo

Pn(1) >0, Pu(1) > P(1) > Pp(1) =0
allora basta mostrare che

Pn(t) > P(t) = Po(t)

Y v

Py Py = P(t) = P



Dimostrazione

Passo3: P(t) - P = Py, VP(1) >0
supponiamo che P(1) > 0
mostriamo P, (t) > P(t) > Py(t)

t=1 P(1)>Py(1)=0
ipotesi induttiva P(¢) > Po(t)
P(t+1)=Z(P(t),K(t))
> Z(Po(t), K(t)) (1) + ip. induttiva
> Z(Po(t), Ko(t)) (2
= Py(t+1)

analogamente per 1'altra disuguaglianza



Risultati asintotici

Teorema:

se (F,H) e rivelabile e (F,G,) e stabilizzabile, allora

i) P(t) = P,t— oo, VP(1) >0

(i) F — KH stabile

Dimostrazione:

Passo 1: soluzione DRE con Py(1) = 0: Po(t) — Py

Passo2: F — KoH, Ko = FPoH! (HPyH! +V5)7 !
stabile

Passo3: P(t) - P= Py, VP(1) >0

Passo 3 implica (i) e passo 2 implica (ii)



